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Аннотация. В данной работе представлены разнообразные равносильные переходы 

при решении стандартных уравнений и неравенств в школьном курсе математике. Опи-
саны приемы обучения методам решения уравнений и неравенств, которые включают в 
себя использование цветовой дифференциации, установление взаимосвязи понятий тео-
рии множеств, математической логики и понятия «система-совокупность»; рекомен-
дации для учителя о применении равносильных переходов на уроке. В работе приведены 
основные равносильные переходы, которые можно применять при решении уравнений и 
неравенств, а также задачи повышенного уровня сложности – задания с параметром. 
Показаны эффективные способы применения равносильных переходов, которые в неко-
торых случаях позволяют исключить избыточные условия, тем самым упрощая реше-
ние, сокращения время на выполнение задания, что, несомненно, уменьшает количество 
«шальных» ошибок, возникающих у школьников. Описаны результаты апробации прове-
денного исследования о внедрение разработанных учебных материалов в образователь-
ный процесс. Исследование проводилось в 10–11 классах в течение двух лет, целью кото-
рого было проверить уровень сформированности умения решать уравнения и неравен-
ства у обучающихся. Согласно результатам входного и итогового тестирований уча-
щихся были сделаны выводы о повышении эффективности обучения в классе. 

Ключевые слова: уравнения, неравенства, математическая логика, теория мно-
жеств, цветовая дифференциация, оптимальный равносильный переход. 
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Введение. Школьный курс математи-
ки разнообразный и включает в себя 
множество практических задач. Подав-
ляющее большинство из этих задач ре-
шаются с помощью уравнений и нера-
венств. При решении алгебраических 
уравнений (неравенств) часто возникает 
необходимость преобразовывать исход-
ное выражение таким образом, чтобы 
упростить процесс нахождения корней 
уравнения (неравенства). Одним из важ-
нейших инструментов решения являются 
равносильные преобразования, позволя-
ющее заменить одно уравнение (неравен-
ство) другим, эквивалентным ему. Реше-
ние уравнений часто вызывает затрудне-
ния у школьников. Из-за слабо сформи-
рованного навыка решения уравнений, 
возникают пробелы в освоении других 
разделов школьного курса математики. 
Поэтому важно качественно сформиро-
вать данный навык у учащегося с самого 
начала. Для этого нужно использовать 
равносильные переходы [3; 17; 18].  

Подтверждением данного факта яв-
ляются результаты единого государ-
ственного экзамена (ЕГЭ) по математике 
профильного уровня по Костромской 
области. Если с заданием номер шесть 
(элементарное уравнение) первой части 
справляются всегда около 90 % участни-
ков экзамена, то с заданием пятнадцать 
(неравенство повышенного уровня 
сложности) второй части справляются 
гораздо меньше. Полный балл за это за-
дание получают примерно 15–20 % 
участников экзамена, согласно данным 
размещенным в открытом доступе госу-
дарственным автономным учреждением 
Костромской области «Региональный 
центр оценки качества образования 
«Эксперт»». Исходя из собственного 
опыта проверки работ с развернутым 

ответом ЕГЭ по математике можно заме-
тить, что распространёнными ошибками 
являются:  

– неправильное использование сим-
волики, записывают систему там, где 
необходимо ставить знак совокупности;  

– неправильное применение равно-
сильных переходов; 

– записывают область допустимых 
значений в неполном объеме (например, 
ставится ограничение только на подло-
гарифмическое выражения, не учитывая 
другие условия).  

К чему могут привести ошибки при 
решении неравенств более подробно 
изложено в научном исследовании 
Е. Halmaghi [19].  

Проблема исследования заключает-
ся в повышении эффективности обуче-
ния при изучении линии уравнений и 
неравенств в школе с применением цве-
товой дифференциации и применением 
элементов математической логики.  

Множество российских и советских 
ученых занимались вопросами форми-
рования навыка решения уравнений и 
неравенств: К.И. Нешкова, С.И. Велич-
ко, В.А. Гусева, В.В. Давыдов, Г.В. До-
рофеев, О.Б. Епишева, Ю.М. Колягина, 
А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин и др. Ме-
тодике обучения решению уравнений 
посвящены работы А.Ш. Блоха, В.А. Гу-
сева, Ю.М. Колягина, Е.Э. Мордкович, 
Г.И. Саранцева и др. 

Проанализировав методическую ли-
тературу, хотим отметить, что уже обу-
чающимся 8 класса следует начинать 
объяснять, как правильно осуществлять 
равносильный переход (более подробно 
можно ознакомится в работе Г.И. Саран-
цева [12]). При этом на первом этапе изу-
чения уравнений мы рекомендуем ис-
пользовать цветовую дифференциацию, 
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так как применение цветов позволит сде-
лать акценты на важных моментах изла-
гаемого материала, поэтому ученик визу-
ально может легче его запомнить. 

Использование цветов в качестве 
опорных сигналов – эта идея не новая, 
разработанная В.Ф. Шаталовым. Ос-
новная цель применения данных разра-
боток – повысить эффективность учеб-
ных занятий [2, с. 90].  

Цель статьи – разработать и апро-
бировать методику изучения уравнений 
и неравенств в школе с применением 
цветовой дифференциации и элементов 
математической логики. 

Материалы и методы. Теоретиче-
ские методы исследования: анализ пси-
холого-педагогической, научно-методи-
ческой, научно-математической литера-
туры, обобщение изученного материала. 
Методы эмпирического исследования: 
педагогическое наблюдение за деятель-
ностью обучающихся, сбор материала, 
анализ результатов контрольных работ 
обучающихся. 

Результаты и их обсуждение. Реше-
ние любого уравнения или неравенства 
предполагает пошаговые равносильные 
переходы. Это означает, что исходное 
уравнение (неравенство) заменяется на 
ряд равносильных уравнений (нера-
венств) и/или системой или совокупно-
стью уравнений (неравенств). Грамотное 
логическое применение равносильных 
переходов помогает ученику успешно 
справляться с решением уравнений и не-
равенств различной сложности. 

Зачастую ученик путается в симво-
лике, неправильно выполняет равно-
сильные переходы, что приводит к не-
верному выполнению задания. Помимо 
разнообразных ошибок вычислительно-
го характера или при решении про-
стейших уравнений и неравенств первой 
и второй степени, обучающиеся часто 
допускают логические ошибки [5]. 

Предлагаем при объяснении тем, 
связанных с решением заданий с исполь-
зованием равносильных переходов, про-

водить аналогию, связующую такие по-
нятия как «конъюнкция-дизъюнкция», 
«система-совокупность» и «пересечение-
объединение». Причем, начинать это 
нужно с 8 класса, так как именно в этом 
классе вводятся понятия операций над 
логическими высказываниями в разделе 
«Элементы математической логики» на 
уроках информатики [15, с. 9], а с поня-
тием «система» обучающиеся знакомят-
ся в 7 классе при изучении уравнений, а 
затем в 8 классе – при изучении уравне-
ний и неравенств [16, с. 40, 41].  

Например, при введении понятия 
«система» учителю необходимо обра-
тить внимание обучающихся на то, что 
знак системы ставится в случае, когда 
должны выполняться все заданные усло-
вия, то есть мы может между алгебраи-
ческими выражения поставить союз «и» 
(а значит это конъюнкция высказыва-
ний). Иногда, в результате решения от-
дельно взятых уравнений (или нера-
венств) системы мы получаем их множе-
ство корней, но в итоге обязательно 
нужно найти пересечение полученных 
множеств. Аналогично, следует посту-
пать при введении понятия «совокуп-
ность», только в этом случае выполняет-
ся хотя бы одно из данных утверждений, 
что соответствует союзу «или» (а значит 
это дизъюнкция высказываний), тогда в 
итоге требуется найти объединение 
множеств решений каждого из утвер-
ждений [7].  

Для более глубокого понимания 
данного аспекта обучающимися реко-
мендуется начертить им таблицу (см. 
табл. 1), проводя аналогии и четко фор-
мируя взаимосвязи понятий из разных 
разделов школьного курса математики 
[9, с. 62–63].  

Если при этом на первых уроках вве-
сти цветовую дифференциацию [2], то 
ученики несомненно более внимательно 
и детально будут понимать и восприни-
мать особенности решения заданий и 
логически правильно применять равно-
сильные переходы. При этом учитель 
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может предложить обучающимся раз-
личные способы введения цветов:  

– знакам системы и совокупности 
присвоить цвета, соответствующие их 
равносильным операциям [8]; 

– выбор цветов может происходить 
в игровой форме; 

– дети могут предложить свои цвета; 

– учитель может ввести сам цвета, 
например, знак системы – красным, а 
совокупности – синим. Опишем самые 
распространенные случаи применения 
равносильных переход при решении раз-
личных уравнений, неравенств с пара-
метром и без. 

 
 

Таблица 1 – Соответствие обозначений основных понятий 
 

 Обозначение логи-
ческой операции 

Обозначение системы 
или совокупности 

Обозначение опера-
ции над множествами 

оба  
утверждения ∧ �

 
  ∩ 

хотя бы одно 
утверждение ∨ [  ∪ 

 
Заметим, что в большинстве случаев 

учащиеся без особых сложностей решают 
линейные и квадратные уравнения [4]. Од-
нако решение дробно-рациональных урав-
нений уже вызывают у них некоторые за-
труднения. Поэтому при их решении необ-
ходимо сделать акценты на правильность 
применения равносильных переходов.  

Сначала рассмотрим пример квад-
ратного уравнения: 

 
(2𝑥𝑥 − 4)(3 + 𝑥𝑥) = 0. 

 
Как показывает практика, слабо под-

готовленный ученик, не умеющий приме-
нять равносильные переходы, будет 
напрямую раскрывать скобки, приводить 
подобные слагаемые, приходить к квад-
ратному уравнению, далее искать дискри-
минант. Несомненно, данная цепочка рас-
суждений логически верна, но времяза-
тратная для ученика и имеет «подводные 
камни». У ребенка могут возникнуть 
трудности при раскрытии скобок, при 
приведении подобных слагаемых, могут 
быть допущены вычислительные ошибки, 
ошибки в формуле дискриминанта и фор-
муле нахождения корней уравнения и пр. 
Но, если ученик владеет знаниями, когда 
произведение двух выражений равно ну-
лю, он может выстроить логическую це-
почку эквивалентных переходов, которые 

позволяют избежать перечисленных выше 
«подводных камней». 

Приведем схему решения конкрет-
ного уравнения с применением цветовой 
дифференциации для обучающихся 8 
класса (см. табл. 2), опишем логические 
рассуждения равносильных переходов и 
представим их математическую запись. 

При решении дробно-рациональных 
уравнений основная ошибка у учеников 
заключается в том, что, либо они забыва-
ют сделать ограничение на знаменатель, 
либо начинают искать область допусти-
мых значений, а затем про нее забывают 
и записывают в ответ посторонние корни. 
В этом случае наиболее эффективным и 
результативным методом решения явля-
ется метод равносильных переходов. При 
изучении данной темы учитель может 
задавать детям наводящие вопросы, 
например, «Когда значение дроби равно 
нулю?», «Какой союз нужно здесь при-
менить?», «Чему не должен равняться 
𝑥𝑥?», «Оба ли корня подходят?» и т.д. 

Особенность второго примера 
(табл. 4) заключается в правильной записи 
равносильного перехода при нахождении 
ограничений на знаменатель. Заметим, что 
произведение двух множителей не равно 
нулю, когда оба множителя не равны ну-
лю. В этом этапе решения важно обратить 
внимание детей на то, что при отрицании 
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союз «или» меняется на «и», тогда пра-
вильный переход к системе, а не к сово-

купности. 

 
Таблица 2 – Иллюстрация примера решения квадратного уравнения 
 

Рассуждения Преобразования 
уравнения Алгоритм решения 

произведение равно нулю, если 
хотя бы один из множителей 

равен нулю, а другой при этом 
не теряет смысла 

(2𝑥𝑥 − 4)(3 + 𝑥𝑥) = 0  𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 

первый множитель равен нулю  
и второй – существует 

или 
второй множитель равен нулю  

и первый – существует 

�
2𝑥𝑥 − 4 = 0;
3 + 𝑥𝑥 = 0.

 

⎣
⎢
⎢
⎡�

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − сущ. ;

� 𝑔𝑔
(𝑥𝑥) = 0;

𝑓𝑓(𝑥𝑥) − сущ.

 

решить каждое уравнение �
𝑥𝑥 = 2;
𝑥𝑥 = −3.

 

А – множество корней 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, 

В – множество корней 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 

записать ответ Ответ: –3, 2 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 
 

Таблица 3 – Иллюстрация примера решения дробно-рационального уравнения  
с многочленом первой степени в знаменателе 

 

дробь равна нулю, если числи-
тель равен нулю, а знаменатель 

отличен от нуля 

𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 + 15
𝑥𝑥 − 3

= 0 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 

числитель равен нулю 
и 

знаменатель не равен нулю 
�𝑥𝑥

2 − 8𝑥𝑥 + 15 = 0;
𝑥𝑥 − 3 ≠ 0.

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0. 

решить уравнение и найти огра-
ничения 

��
𝑥𝑥 = 5;
𝑥𝑥 = 3;

 

𝑥𝑥 ≠ 3.   
 

А – множество корней 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, 

В – множество корней 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 

отобрать нужные корни и запи-
сать ответ Ответ: 5 𝐴𝐴\𝐵𝐵 

 

Таблица 4 – Иллюстрация примера решения дробно-рационального уравнения  
с многочленом второй степени в знаменателе 

 

дробь равна нулю, если числи-
тель равен нулю, а знаменатель 

отличен от нуля 

𝑥𝑥2 − 8𝑥𝑥 + 15
𝑥𝑥2 − 9

= 0 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 

числитель равен нулю  
и 

знаменатель не равен нулю 
�𝑥𝑥

2 − 8𝑥𝑥 + 15 = 0;
𝑥𝑥2 − 9 ≠ 0.

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 0. 

решить уравнение и найти огра-
ничения 

�
�𝑥𝑥=5;
𝑥𝑥=3;     

� 𝑥𝑥 ≠ 3;
𝑥𝑥 ≠ −3.

  
А – множество корней 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0, 
В – множество корней 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0 
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отобрать нужные корни и запи-
сать ответ Ответ: 5 𝐴𝐴\𝐵𝐵 

 
Основные равносильные переходы 

для базовых конструкций уравнений и 
неравенств можно найти в книге 
М.Я. Выгодского [3]. В статье П.Ф. Сев-
рюкова [13] приведены примеры зада-
ний, которые подтверждают важность 
изучения методов равносильных пере-
ходов, в частности при оформлении 
развернутых ответов на ОГЭ и ЕГЭ. 

Рассмотрим конструкции для урав-
нений и неравенств, которые, следуя 
логическим рассуждениям, можно пред-
ставить в более простой форме. Напри-
мер, довольно часто в школьном курсе 
математики встречается иррациональ-
ное уравнение, в правой части которого 
присутствует выражение, содержащее 
переменную [1]. При решении уравне-
ния вида �𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) обучающиеся в 
большинстве случаев рассуждают сле-
дующим образом: возводят обе части 
уравнения в квадрат, при этом не накла-
дывая никаких ограничений на пере-
менную, решают уравнение и делают 
проверку найденных корней. Такой ме-
тод имеет право на существование и для 
особенно слабо подготовленного учени-
ка он наиболее подходящий. Однако 
данные рассуждения имеют ряд недо-
статков: 

– корни уравнения могут оказаться 
иррациональными числам, что затруд-
няет их проверку, более того для неко-
торых школьников трудно подставить и 
десятичную дробь вместо переменной в 
уравнение; 

– при подстановке чисел в исходное 
уравнение учащиеся могут допустить 
вычислительные ошибки, что приведет 
к приобретению посторонних корней 
или к потере корня уравнения; 

– слабо развивается у обучающихся 
логика рассуждений при решении урав-
нения; 

– совершенно не подготавливает 
ученика для решения иррациональных 

неравенств, ведь метод подстановки там 
уже не работает. 

Для того чтобы не возникали по-
добные ситуации, описанные выше, 
следует учить школьников правильным 
логическим переходам при решении 
уравнения вида �𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥). Данное 
уравнение равносильно следующей си-
стеме  

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔2(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 0.

 

 
Однако заметим, что условие 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 в системе лишнее, так как 
уравнение 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔2(𝑥𝑥) гарантирует 
неотрицательность 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Если ученик 
будет решать это лишнее неравенство, 
то он может допустить вычислительные 
ошибки, которые, несомненно, повлия-
ют на решение уравнения в целом. По-
этому выгодно применить следующий 
равносильный переход: 

 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ⇔ �𝑓𝑓
(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔2(𝑥𝑥);
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 0.  

 
Такой подход в рассуждениях поз-

волит обучающимся упростить решения 
уравнения и способствует развитию 
логического мышления, а в последствии 
позволит сформировать навык решения 
трансцендентных неравенств.  

Разнообразные задачи, содержащие 
переменную под знаком модуля, хоро-
шо описал в своей работе П.Ф. Сев-
рюков [14]. 

Рассмотрим примеры решения нера-
венств с логарифмом вида log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑏𝑏 
и log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑏𝑏, где a ≠ 1 a > 0, b ∈ R. 
Самая распространенная ошибка, кото-
рую допускают ученики, заключается в 
том, что многие забывают об основании 
логарифма и о том, как значение основа-
ния а влияет на знак неравенства [10]. 
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Проанализируем как осуществляется 
равносильный переход при решении не-
равенств подобного типа. 

Если a > 1, то искомое неравенство 
можно заменить равносильной системой 
неравенств:  

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑎𝑎𝑏𝑏;
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0.  

 
Однако заметим, что второе условие 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0 в данной системе будет лиш-
ним, в силу того, что первое неравен-
ство гарантирует выполнение положи-
тельности подлогарифмического выра-
жения, так как 𝑎𝑎𝑏𝑏 > 0 при любом a > 0, 
b ∈ R. Таким образом, неравенство 
log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑏𝑏 при a > 1 равносильно не-
равенству log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑏𝑏. 

Если 0 < a < 1, то искомое неравен-
ство можно заменить равносильной си-
стемой неравенств:  

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑎𝑎𝑏𝑏;
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0.  

 
В этом случае ограничение на под-

логарифмическое выражение обязатель-
но, игнорировать его нельзя. 

Если искомое неравенство вида 
log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑏𝑏, где a ≠ 1 a > 0, b ∈ R, то 

рассуждая аналогично можно выполнить 
следующие равносильные переходы: 

 
если a > 1, то log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑏𝑏 ⇒ 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑎𝑎𝑏𝑏;
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0;  

 
если 0 < a < 1, то log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑏𝑏 ⇒ 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑎𝑎𝑏𝑏;
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0,  ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑎𝑎𝑏𝑏. 

 
При изучении методов решения раз-

личных уравнений и неравенств учителю 
следует акцентировать внимание учени-
ков на равносильных переходах, а также 
каждый раз следить за правильностью 
каждого перехода. При решении заданий 
в классе можно задавать ряд вопросов: 

– равносильный ли переход сделан; 
– достаточно ли условий в системе 

или совокупности; 
– можно ли сделать проще,  
– может какое-то условие избыточное. 
В таблице 5 приведем примеры оп-

тимального равносильного перехода 
некоторых видов неравенств, позволя-
ющих более эффективно и рационально 
решать неравенства. 

 
Таблица 5 – Равносильные переходы 
 

Вид неравенства Равносильный переход Оптимальный  
равносильный переход 

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

⎣
⎢
⎢
⎡�𝑓𝑓

(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔2(𝑥𝑥);
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 0.

�𝑓𝑓
(𝑥𝑥) ≥ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) < 0.
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0

 

⎣
⎢
⎢
⎡�𝑓𝑓

(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔2(𝑥𝑥);
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 0.

�𝑓𝑓
(𝑥𝑥) ≥ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) < 0.

  

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) �
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ −𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 0.

  �
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ −𝑔𝑔(𝑥𝑥). 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| > 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

⎣
⎢
⎢
⎡
��

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≥ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) < 0.

  �
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) < −𝑔𝑔(𝑥𝑥). 
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log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < log𝑎𝑎 𝑔𝑔(𝑥𝑥),  
𝑎𝑎 > 1 �

𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) > 0.

 �𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0.  

log𝑎𝑎 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < log𝑎𝑎 𝑔𝑔(𝑥𝑥),  
0 < 𝑎𝑎 < 1 �

𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥) > 0.

 �𝑓𝑓
(𝑥𝑥) > 𝑔𝑔(𝑥𝑥);
𝑔𝑔(𝑥𝑥) > 0.  

 
Рассмотрим, какой равносильный 

переход можно использовать при реше-
нии уравнение с параметром содержа-
щего переменную под знаком модуля. 
Пример, найдите все значения парамет-
ра a, при которых уравнение  

 

5|𝑥𝑥 − 3𝑎𝑎| + |𝑥𝑥 − 𝑎𝑎2| + 4𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 
 

1) имеет бесконечное множество ре-
шений; 2) не имеет решений.  

Подробное решение этого уравне-
ния представлено в книге А.И. Козко, 
В.С. Парфено, И.Н. Сергеева и др. [6, 
с. 26]. Мы же сформулируем общий рав-
носильный переход и покажем чему рав-
носильно данное уравнение. Если это 
уравнение попробовать рассмотреть в 
общем виде, то можно подметить следу-
ющую структуру:  

 

𝐴𝐴|𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑎𝑎)| + 𝐵𝐵|𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑎𝑎)| = ℎ(𝑥𝑥,𝑎𝑎), 
 

где А и В – некоторые действительные 
числа, а f(x, a), g(x, a), h(x, a) – функции, 
зависящие от переменной х и содержа-
щие параметр а. Тогда это уравнение 
можно заметить равносильной совокуп-
ностью: 

𝐴𝐴|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑎𝑎)| + 𝐵𝐵|𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑎𝑎)| = ℎ(𝑥𝑥,𝑎𝑎)  ⇔

⇔

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
�
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑎𝑎) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑎𝑎) = ℎ(𝑥𝑥,𝑎𝑎);

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) ≥ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑎𝑎) ≥ 0;

�
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑎𝑎) − 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑎𝑎) = ℎ(𝑥𝑥,𝑎𝑎);

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) ≥ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑎𝑎) ≤ 0;

�
−𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑎𝑎) = ℎ(𝑥𝑥,𝑎𝑎);

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) ≤ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑎𝑎) ≥ 0;

�
−𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) − 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑎𝑎) = ℎ(𝑥𝑥,𝑎𝑎);

𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) ≤ 0;
𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) ≤ 0.

 

  

Также примеры решения заданий с 
параметрами, где в ходе их решения 
осуществляется переход к равносиль-
ным системам и совокупностям можно 
посмотреть в работе Т.В. Павловой [11]. 

Таким образом, использование цве-
товой дифференциации, взаимосвязи 
понятий теории множеств, математиче-
ской логики и раздела школьного курса 
математики «Уравнения и неравенства», 
а также акцентирование внимания 
школьников на оптимальных равно-
сильных переходах позволяет повысить 
эффективность обучения. 

В ходе апробации результатов ис-
следования был измерен показатель 
уровня сформированности навыков ре-
шения уравнений и неравенств у обу-
чающихся 10–11 классов на базе Муни-
ципального бюджетного общеобразова-
тельного учреждения города Костромы 
«Средняя общеобразовательная школа 
№ 30». В данной работе были задей-
ствованы 72 обучающихся 10–11 клас-
сов школы в период с 2024 по 2025 гг. 

Наблюдение проводилось за обуча-
ющимися 10-х классов, которые были 
разделены на контрольную и экспери-
ментальную группы, а в последствии 
перешли в 11 класс. Перед внедрением 
разработанных авторами учебных мате-
риалов было проведено тестирование, 
результаты которого показали уровень 
сформированности навыка решения 
уравнений и неравенств в 10 А и 10 Б 
классах. На рисунке 1 синий цвет – 
средний балл результатов тестирования 
(по четырехбалльной шкале). Оказалось, 
что у обучающихся 10 А уровень гораз-
до ниже, чем у 10 Б. Одной из причин 
этого является различные профили: 10 А 
класса – социально-экономический, а 
10 Б – технологический. Поэтому было 
решено, что учащиеся 10 А класса будут 
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заниматься с использованием разрабо-
танных учебных материалов, а обучаю-
щиеся 10 Б класса – традиционно.  

В конце изучения алгебры в обоих 
классах проводилось итоговое тестиро-

вание (контрольная работа, содержащая 
уравнения и неравенства разного уровня 
сложности). На рисунке 1 оранжевый 
цвет – средний балл результатов итого-
вого тестирования. 

 

 
 

Рисунок 1 – Средний балл работ обучающихся 
 

Можно сделать вывод о том, что 
при изучении уравнений и неравенств с 
применением цветовой дифференциа-
ции и элементов математической логики 
уровень сформированности навыка 10 А 
класса повысился и приблизился к 
уровню знаний 10 Б класса. Таким обра-
зом, разработанные авторами материа-
лы позволяют улучшить понимание у 
обучающихся о решении уравнений и 
неравенств, что повлияло на повышение 
эффективности обучения в классе. 

Выводы и заключение. Примене-
ние цветовой дифференциации на пер-
вых уроках по теме «Уравнения и нера-
венства» способствует более эффектив-
ному формированию навыков решения 
уравнений и неравенств. Использование 
взаимосвязей понятий математической 
логики и теории множеств приводит к 
развитию умения правильно выполнять 
равносильные переходы при решении 
заданий и понимать их смысл. Описан-
ные в работе равносильные переходы 
способствуют улучшению понимания у 
обучающихся при решении уравнений и 
неравенств, что, безусловно, позволяет 
ему активно включиться в познаватель-

ную и исследовательскую деятельность 
на уроке. Более того, использование 
оптимальных равносильных переходов 
при решении примеров позволит сокра-
тить время на выполнение задания. 
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Abstract. This paper presents a variety of equivalent transitions for solving standard 

equations and inequalities in the school mathematics curriculum. It describes techniques for 
teaching methods for solving equations and inequalities, including the use of color differenti-
ation, establishing the relationship between the concepts of set theory, mathematical logic, 
and the concept of "system-set," and provides recommendations for teachers on the use of 
equivalent transitions in the classroom. The paper presents the basic equivalent transitions 
that can be used to solve equations and inequalities, as well as problems of increased com-
plexity – tasks with a parameter. Effective ways of applying equivalent transitions are demon-
strated, which in some cases allow for the elimination of redundant conditions, thereby sim-
plifying the solution and reducing the time required to complete the task, which undoubtedly 
reduces the number of "stray" errors made by schoolchildren. The results of a pilot study on 
the implementation of the developed teaching materials in the educational process are de-
scribed. The study was conducted in grades 10 and 11 over a period of two years, the purpose 
of which was to assess the level of development of the ability to solve equations and inequali-
ties in students. Based on the results of the entrance and final testing of students, conclusions 
were drawn about increasing the effectiveness of learning in the classroom. 
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optimal equivalent transformation. 
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